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Oppgave 1

a)

b)

La S veere hendelsen at en tilfeldig mottatt melding er spam og la O veere hendelsen at
en melding inneholder ordet “sex”. Opplysningene i oppgaven svarer da til at
P(O|S)=10.9 P(O°S)=1-09=0.1
P(0O]S¢) = 0.02 P(O°|S°) =1—-0.02 = 0.98.

Dessuten er P(S) = 0.7 (og P(S¢) = 0.3). Lov om totalsannsynlighet gir at

P(0) = P(0]S)P(S) + P(0]S9)P(5°) = 0.9-0.7 + 0.02 - 0.3 = 0.636.

Vi gnsker a finne P(S|0), d.v.s. en betinget sannsynlighet men med betinging motsatt
vei av de sannsynlighetene som er gitt i oppgaven. Dette kan derfor lgses ved hjelp av
Bayes teorem som gir at

P(0|S)P(S) 0.9-0.7

(OIS1P(S) + P(O]S9) PSS~ 0.9-07+0.02-08

P(S|0) = —

En alternativ lgsning er a bruke definisjonen av betinget sannsynlighet to ganger samt
resultatet i a):

P(SN0)  P(O|S)P(S)
PEIOY="p0) = P(0)

Bayes teorem gir her at betinget sannsynlighet for at en melding er spam gitt at meldingen
ikke inneholder ordet “sex” blir

P(O°|S)P(S) B 0.1-0.7 B
(O¢|S)P(S) + P(0¢|S¢)P(S¢)  0.1-0.7+0.98-0.3

P(S10%) = 0.19.
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d) Sannsynligheten for at hver enkelt av de 100 meldingene som har sluppet gjennom filteret

er en spam-melding blir lik P(S|O°) i oppgave ¢). Antall meldinger X av de 100 som er
spam blir dermed binomisk fordelt med parameter p = 0.19 og n = 100. Sannsynligheten
for en eller flere spam-meldinger blant de 100 blir

100

P(X21):1—P(X:O):1—<O

)p°(1 —p)!°=1-081'""~1.

Oppgave 2

a)

b)

Vi ser at W er den minste av Y;’ene. Teorem for sannsynlighetstetthet til ordningsobser-
vatorer (order statistics) gir da at

fw(y) = nfy ()1 = Fy(y)"™"
=nxe M1l — (1 —e )" !

= nie ™V,

Vi gjenkjenner denne fordelingen som eksponentiell fordeling med parameter nA. Dermed
er forventningen gitt ved

Vi har i oppgave a) vist at ventetidene mellom de tidspunktene det trekkes opp fisk i lgpet
av intervallet er eksponentiellt fordelte med parameter nA. I en generell Poissonprosess
med intensitet (rate) A er ventetidene mellom pafglgende hendelser eksponentiellt fordelte
med parameter \. Vi gjenkjenner derfor dette som en Poissonprosess med intensitet nA.
Derfor blir totalt antall hendelser i et tidsintervall av lengde ¢ (antall fisk som trekkes
opp) Poissonfordelt med parameter nA - t.

Sannsynligheten for at det henger fisk pa krok ¢ etter etter et tidsrom av lengde s blir
p=PYi<s)=Fy(s)=1—e. (1)

Uavhengighet medfgrer at det totale antall fisk X som henger i sngret etter tidsrom av
lengde s blir binomisk fordelt med parameter n og p gitt ved (1). Videre gir setning for
forventing under binomisk modell at

E(X)=np=n(l—e).
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d) Nar Z er lik summen av vekten til X fisker, hver med forventning y og varians o2, blir
betinget forventning til Z gitt at X = x fisker henger i sngret

E(Z|X =x) = px
og betinget varians
Var(Z|X = z) = o’r.
Anvendes setningen som er gitt i oppgaven pa problemet far vi at den ubetingede vari-
ansen til Z blir
Var Z = Ex Var(Z|X) + Varx E(Z|X)
= Ex(0*X) + Vary (uX)
= 0*EX + p?Var X
= o’np + p’np(1 — p)
=on(l —e ™) + pPn(l — e ) (e™)
= n(l — &) (02 + p2e).

Oppgave 3

a) Levetidene er eksponentiellt fordelte med parameter 1/6. Dermed blir forventet levetid
E(Y)=1/(1/6) = 0. Likelihood funksjonen blir

=1
— _ne_% z?:1 Yi
0g
1 n
InL(#) =—nlnf — g2 Y
i=1
Setter vi den deriverte lik null far vi
d
—InL(#) =0

do
n 1 &

som lgst med hensyn pa 6 gir at sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren av 6 blir

. 1 n
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b)

Forventningen blir

slik at estimatoren altsa er forventningsrett.

Vi vet at ventetiden til den n’te hendelsen i en Poissonprosess (lik summen av n ek-
ponentiellt fordelte variable med parameter \) er gammafordelt med form parameter
n og skalaparameter . Derfor er Y " | Y; gammafordelt med med parameter n og é.
Sannsynlighetstettheten til >°"" ' Y; er derfor

fsvily) = %(n)y

n—1 —%y

Transformasjonen a )., Y; har dermed sannsynlighetstetthet
L1 Y\t 1w
[ = 0 a
fas () a 0" (n) (a) ¢
1
(a6)"T(n)”
For at dette skal bli en kji-kvadrat fordeling skal skalaparameteren i fordelingen,
11
ag 2’

som betyr at vi ma ha a = %. Lar vi n’ betegne antall frihetsgrader og setter ekspo-

1
nflefwy

nentene %/ — 1 til y i uttrykket for sannsynlighetstettheten til kji-kvadrat fordelingen lik
eksponenten n — 1 i uttrykket over far vi at antall frihetsgrader n’ = 2n.

I b) har vi vist at U = %2?:1 Y; er kji-kvadrat fordelt med 2n frihetsgrader. Dermed er
V= % > X kji-kvadrat fordelt med 2m frihetsgrader. Vi vet da at

U/(2n) _ (33, Y)/(2n)

V/(2m) (% >oiny Xi)/(2m)

er F-fordelt med 2n og 2m frihetsgrader. Gitt at Ho er sann er ¢ = 0" og vi ser da at
uttrykket over blir lik Y/ X.

Velger vi signifikansniva lik « blir beslutningsregelen for en test a forkaste Hj nar

Y

i < Fa,2n,2m7

i og med at sma verdier av Y /X tyder pa at EX > EY (¢ > 0, d.v.s. H;), den kritiske
verdien er m.a.o. nedre a-kvantil i F'-fordelingen.



